Ministerul Educatiei Nationale
Inspectoratul Scolar Judetean Vaslui

Barem de notare — clasa a Xll-a

_ a b ¢
PrObIema 1 Fie M :{<C a b)/a,b,CEZ}.

b ¢ a

a) Demonstrati ca (M, +,-) este inel comutativ cu divizori ai lui zero;
b) Determinati unitatile inelului;
c) Dati exemplu de element nenul din M care nu este nici inversabil, nici divizor al lui zero.

Solutie si barem:

a) Verificarea axiomelor inelului............c.ccocovevveiieincnnne. 3p

Indicarea unei perechi de divizori ai lui zero sau determinarea divizorilor ................. 1p

0 1 0
b) A element inversabil= detA = +1; UM) = {+13,+X, +X?}, X = (0 0 1)...2p

1 0 0
c) Orice exemplu bun, Cu JUSHITICArE.........coveveiiriiieeeee e 1p

Problema 2. a) Fie (G,) un grup finit cu elementul neutru e si fie a € G si b € G astfel Incét
a-b=b-a’sib-a=a-b3 Daci G are ordin impar, demonstraticia = b = e.
b) Demonstrati ca numarul elementelor de ordin impar din orice grup finit este impar.
Gazeta matematica
Solutie si barem:

a) ab = baa®? = ab3a’? = e = b?a? = ba = abb? = ba®a’? = a* =e¢

(1p) (1p)
ord(G) impar=> ord(a) impar, deci a = e. Din b? = e si ord(b) impar rezulti b = e.
(1p) (1p)
b) ord(x) impare ord(x1)impar................. (1p)

Singurul element de ordin impar ce coincide cu inversul sau este elementul neutru. (1p)
Finalizarea.............. (1p)
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Problema 3.. a) Calculati [ sinlnx dx, x € (0,).

b) Calculati [ !

0 2+sin 2x+cos 2x

Solutie si barem:

a) Prima integrare prin parti.................... (2p)
A doua integrare prin parfi................... (1p)
Multimea primitivelor..............c.cuc...... (1p)
b) O primitiva pe [0, g) a functiei de integrat are formula F(x) = % arctg 17:;_2% ....... (1p)
(L Lttgr _ m_ il
| FY I~ ~am* € [0’2)
O primitiva pe [0, 7] este G(x) = 0,X=2 (1p)
1 1+tgx T T
L/—?arctg N +ﬁ,xe (E,n]

. . 2
Valoarea integralei este %

Problema 4. Demonstrati ci nu existi f: R — R care s admiti o primitivd F: R —» R astfel
ncat:

F(f(x)) =x,Vx€ER.
Solutie si barem:

Presupunem ca existd o functie care sa indeplineasca toate conditiile date.

Fof = 1gr = f injectiva si F surjectiva .................... (1p)
f a.p.= f are proprietatea lui Darboux ................... (1p)
f injectiva si cu proprietatea lui Darboux = f s.m. ........... (1p)

Daci exista a € R astfel incat f(a) = 0, atunci a este punct de extrem global pentru F si se
contrazice surjectivitatea lui F ..........cc.ccoveveevecieccie, (2p)

Daca f nu se anuleaza, atunci f are semn constant si F devine injectiva...... (1p)

F bijectivi= f = F~! = f surjectivi si se contrazice faptul ci f are semn constant.....(1p)
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Barem de notare — clasa a I X-a
Problema 1. Fie A= av2+a-b—bv2-2.
a). ArataticadacaA=0sib €Q, atuncia eR\Q .

b). Aratati cadaca A=2sia,beQ, atunci |a| = |b| =

Problemal | gyA=(a-+/2 ) (b++/2) 2puncte
barem

A=(a-+2) (b++2)sibeQ=a=+2eR\Q Zpuncte

b)A=2= (a—b)-v2+a-b-4=0 1punct

Cuma,beQ=a=b 1punct

—a’-4=0=>a=2saua= -2 =g =[h|=A. 1punct

Problema 2. Numerele x, y, z € (0, ) verificd xyz = xy + yz + zx. Sa se demonstreze ca

Xy h4 zZx 9

z(1+ xy) x(l + yz) y(l + zx) 10

Problema 2 € (0,00) si xyz = xy + yz + Sl 1.1 Lo
barem X,z ,0) si xyz =xy +yz+ zx o =
1 1 1 1p
a+b+c=1l,undea=—-,b=—,c =-—
X y z
+b+ >3\/ c & 3ab <1 1 >9
¢ ¢ abe < 5 T 3abe = 10 3p
xy vz zX >9
z(1+ xy) x(1+yz) y(1+zx)_ 10
c N a N b c? N a? N b? o7 2p
o = '
1+ab bc+1 ac+1 c+abc a+abc b+ abc ™
(a+b+0)? 1 9
> = > — 1p
abc+ 3abc 1+ 3abc 10
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Problema 3. Fie M, N, P mijloacele laturilor [AB], [AC] si, respectiv [BC] ale triunghiului ABC,
iar D este ortocentrul triunghiului MNP.
a) Sa se arate ca DM + DN = DA + DP.
b) Daca E este centrul de greutate al triunghiului MNP si F este ortocentrul

triunghiului ABC, atunci sa se demonstreze ca punctele D, E, F sunt coliniare.

Problema 3 | 3) AMPN paralelogram = DM + DN = DA + DP 2p
barem

b) E centrul de greutate al triunghiului MNP &

©SFEM+EN+EP=0oFEA+EB+EC=0o
& E este centrul de greutate al A ABC (1) 2p

MD L NPsiNP || AB= MD 1 AB

MD 1 AB si AM=BM= DM este mediatoarea laturii AB.

Analog, ND este mediatoarea laturii AC

= D este centrul cercului circumscris A ABC(2) ip

Dreapta lui Euler ( pentruA ABC) contine punctele D,E,F P

idera si o)) +3) (n+4)+1
Problema 4. Se considera sirul (a, ), >; cu termenul general a,, = ey

a) Sa se arate ca sirul (a,), > este marginit.
b) Sa se demonstreze ca suma primilor 2017 termeni ai sirului (a,),>1

este mai mare decat 2016.

Problema4 |a)(n+ 1)(n+2)(n+3)(n+4)+1 =
barem =m?>+5n+4)n*+5n+6)=t(t+2)+1=(t+1)*=
= (n? +5n + 5)2 2p
mASAS L 0<a <1
2 i sn+6 n2+5n+6 On 1p
= a,este marginit 1p
1 1

b)an=11—@+m=>a1+a2+---+a2017= 2p
=2017 — 5 + — > 2016. 1p
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Barem de notare — clasa a Xl-a

Problema 1. a) Calculati Iimn-( flnn—el—l}
n—owo n+

3 3 3
b) Calculati Iim[x]+[2 X]+[34 X]+...+[n x]
n—oo C

n+5

,NeN",xeR, unde [a]reprezinti
partea Intreagd a numarului real a.

Solutie si barem:

In "¢ _1
1.a)I:Ihnn-[ krlﬁi—ljzlnnn-——ilil———=IHn ! n(m ne —1) ........ 0,5p
n—o0 n +

n—»oo n+1 n—o n+1
InE +1 " In£ +1 i
n+1 n+1
n n+l r17+nl
lzlime—inf1+ =2 ] chime— (1= 1p
n-o ne n+1 N> ne n+1
In—— +1 In— +1
n+1 n+1
- 1
Finalizare | R R RN R 0,5p
b) k*x—1<[ Kk | <KX, PENtru OFice K =1, ........ccooiiiiiiiiiiiiiiii s 1p
2 2 n 2 2
prin insumare obtinem % X—Nn< Z[k?’X] < % X e 1p
k=1
n+5)(n+4)(n+3)(n+2
gt S A)MHB)NE2) e 1p
24
_ [x]+[23x]+[33x]+...+[n3x]
Aplicand criteriul clestelui se obtine lim o =0X ., 1p

n+5
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Problema 2. Fie n>2un numér natural si Ae M, (R), astfel incat A° = A®. Sa se arate c4,

daca A*+B=1_, atunci :
a) AB=BA:
b) matricea |+ AB+ A’B’ este inversabila.

Solutie si barem:

a) Din A"+B=1,, obtinem A‘+AB=A si A'+BA=A, deci AB=BA................ 2p

b) (AB)' = A’B® = A’BB” = A°(1, = A°) B’ =(A° ~ A°)B2=0), ..., 3p
3 2 AB=BA

|,~(AB) =(1,~ AB)(I,+AB+(AB)’) = (I,~AB)(1,+AB+A'B").........o........ 1p

1, =(1,-AB)(1,+ AB+A’B?),
de unde deducem ci matricea |+ AB+ A*B este inversabild...............ccoeeevvvuniiiin. 1p

Problema 3. Fie n>2un numir natural. Si se determine toate matricele Ae M, (C)cu
AP =—I_, pentru care existd X,Y € M, (C)care comuti si verifici X +Y =1, AX = X?si

AY =-Y? | Gazeta matematicd

Solutie si barem:

XY =YX (1) X+Y =1 (2 AX =X? (3) AY =-Y? (4)

Din relatile (2) si (3) rezulta A(X+Y)=X?-Y? ~dar XY =YX, deci

AX+Y)=(X=Y)(X+Y).Cum X+Y =1 ,avem A=X =Y (5).ccccurrrrriiiaananinnnnn. 2p
Din (4)si (5)avem (X —Y)Y =-Y? deunderezultica XY =0 ... 1p
(X +Y)2:InXYi:YXX2+Y2:In(z:)AX—AY:IH:A(X—Y):IngAzzln ............... 2p
AT = (A7 AZ AL 1p

Dar AP = =1 BT A==l i 1p
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Problema 4. Se considera sirul (a,) , definit prin,a;=1a =2 sia,,, =+a’+2a,,,

- . a "
Yn>1 Sase calculeze lim—,neN".

n—-o N

Solutie si barem:

Se aratd prin inductie matematica a, =L VneN ... 0,5p

Se observd cd \/al +2a,, >a,,Vn>1,

decia,,, >a,,vn>0, adica sirul (a,),., este strict

n+1

IS Sl o:110) SRR 0,5p

Din relatia de recurentd obtinem a7, —a’ = 2a,_,, pentru vk >1,de unde rezulta

A =87 22, WKLo 1p
Prin fnsumare dupa k avem a; >2(n—1)+a;, adica a, >+/2n+2, deci lima, =co............. 1p
N—o0
Searatici a,, = \/aﬁ +2a,, < \/aﬁ +2a, < \/aﬁ +2a +l=a +1......... 1p
: 1 a‘n+1 1 = I a'n+1
dara,,>a, VneNsidin 1< <1+ — rezultd lim—==1. ... 1p
an an n—ow an
2. A
. a.,—a . 2a . a
Deoarece a’, —a’ =2a_,, rezulti lim—2—" =]im—1—=1lim =1 1p
n—m(n +1)_n n—»o0 an+1+an n—om aml +1
an
: . . a
Folosind lema Stolz-Cesaro obtinem lim—"=1....... ...t 1p

n—oo n
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Barem de notare — clasa a X-a

Problema 1. Fie f: R - R o functie cu proprietatea f(f(x)) = x2 —x + 1,(¥)x € R.

Sasearateca:a) f(1) =1;
b) functia h: R = R, h(x) = x3 — xf (x) + 1 nu este injectiva.

Solutie si barem:

D) &) f(f()) =x* —x+1,(Mx € RS £(0) =13 £ (F(F)) = F(1) S

1p 2 1p
SfO-fO+1=fD s f(D)=1

2
byh(1)=1-1+1=1,h0)=1 2 hnu este functie injectiva

Problema 2. Rezolvati ecuatia:

T 1= !
X—x4—1=—==
V12x% — 8

2 1,5p 2 2
12x*—8>0<=x €| —0,— 3 U §,+oo

3x2 —1 3x2 -1 1(32 >
= —_— — x —
V12x2 -8 2v/3x2 -2 2

Solutie si barem:

1
\/ﬁ> > 1(2,5p)

1 1
3\/7+2x—x2—121<:p>3\/7+2x—x222(1:>—1+2x—x220(:p>x=1.
14
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Problema 3. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive cu abc = a + b + ¢ + 2. Si se arate ci

3«/_+3«/_+3\/_ 1 1+i
2 _3«/_ b e

Gazeta matematica

Solutie si barem:

a+b+c 1p abc —
TZBabcé} 3 >Vab =>abc—3\/ab -2=>0

1 2 1 1
<:p>(3\/ab —2)(3\/abc+1) 20<:p>3\/ab —220<:p)3\/ab022.
W+W+3\/c_2>1 1 12;1;\/_+?V_+3\/_ Vab + /bc + Yac
2 _3\/5 \/— Ve 2 B Vabc

0sp Vabe _ Vab + Vbe + Vac
2 C Va4 +ve

adevarata pentru ca

Vabc
>1
2
3 3 3 3 3 1Pi/_+\/_+\/_
Vaz + b2 + c? = Vab + Vbe + Yac & ST T s S !

Problema 4. Fie a € R. Dacid z € C\R verifici egalitatea z" + nz +a = 0, unde n € N*,
aratati ca |z| > 1.

Solutie si barem:
z" +nz+a—0:> +nz+a—0:>Z —7Z"=-n(z—2)

1p =\ (-1 25 -1 .

Sz-2)EZ""+2"Zz++7" ) =—n(z—2)
1p

ZzEC\R=>z—-2+0 =

—n=E" 1 +2z2" 27+ + 2" 1):>n—|(z”1+z” 2Z+ A | I

< |2 + 20727 + e+ (D) (:)n < n|z|* ! 2 1< z).



